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1 EINLEITUNG

der Form?
2™ a1 ()2 4+ fag()z = f() (1.1)

zu finden, wobei die Losung dieser Gleichung ei-
ne Funktion z = z(t) ist (und nicht lediglich eine
Zahl). Die Zahl n bezeichnet man als Ordnung der
Differentialgleichung. Der Term f(¢) wird als In-
homogenitét bezeichnet, die ay(t) als Koeffizien-
tenfunktionen. Es sei angemerkt, dass der Variable
t je nach Problem eine andere Bedeutung zukom-
men kann. Ist sie nicht als Zeit zu verstehen, so
benennt man sie der Ubersicht halber meist an-
ders.

Wir wollen im folgenden annehmen, dass die Koef-
fizientenfunktionen und die Inhomogenitat auf ei-
nem Intervall J stetig sind.

Liegt eine DGL nicht in der sogenannten Normal-
form wie in (1.1) vor, so muss die DGL zuerst in
diese Form gebracht werden.

Zur Losung geht man {iblicherweise derart vor,
dass man zuerst die zugehorige homogene DGL
16st, welche sich durch Weglassen der Inhomogeni-
tat ergibt, also

2™ a1 ()" 4t ag()z =0, (1.2)

Die zugehorige Losung der homogenen DGL ist im
allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Vielmehr
findet man ein System von genau n linear unab-
héngigen Losungsfunktionen

{l‘l(t), o ,xn(t)}.

welches man als Fundamentalsystem bezeich-
net. Die allgemeine Losung ist dann der Vektor-
raum welcher sich durch beliebige Linearkombi-
nationen der Fundamentallésungen ergibt. Dieser
wird auch als Lésungsraum bezeichnet und ein
beliebiges Element aus diesem lasst sich darstellen
als

$h(t7 Cla s 7071) = Cl{lﬁ‘l(t) +oet Cnl'n(t)

Diese beinhaltet also noch n Konstanten
Ch,...,C, € C. Insbesondere ist z(t) = 0 im-
mer eine Losung der homogenen DGL.

Falls eine Inhomogenitét vorliegt, also f(t) # 0,
muss aufserdem eine sogenannte Partikuléirlo-
sung® x,(t) der vollstindigen DGL gefunden wer-
den. Die allgemeine Losung setzt sich dann aus
beiden Losungen zusammen, also

iL‘(t,Cl, R ,Cn) = xh(t,Cl, .. ,Cn) —I—l'p(t)

3Manchmal auch spezielle Lésung genannt.
4Diese heiken in der Physik auch Anfangsbedingungen.

und beschreibt einen n-dimensionalen LoOsungs-
raum, welcher nun kein Vektorraum mehr ist (auch
affiner Raum genannt). Weitere Losungen existie-
ren nicht.

Eine eindeutige Losung ergibt sich, wenn man zu-
sitzlich die Erfillung von n unabhingigen Rand-
bedingungen®

x("_l)(to) = xénfl)
fordert, wodurch die n Konstanten C1, ..., C,, fest-
gelegt werden.
Wir werden uns der allgemeinen Losung von (1.1)
schrittweise ndhern und dazu folgende Verfahren
ansprechen

e Trennung der Variablen
e Variation der Konstanten
e Exponentialansatz

e Greensfunktion

Die vorliegende Einfiihrung kann aufgrund der
Kiirze natiirlich nur einen kurzen Einblick in den
sehr umfangreichen Themenkomplex der Differen-
tialgleichungen geben. Vertieft und mathematisch
sauber erschlossen wird der hier prasentierte Stoff
im 3. Semester in der Vorlesung ” gewdhnliche Dif-
ferentialgleichungen” des Fachbereichs Mathema-
tik.

Einen sehr umfangreichen aber dennoch fiir Erst-
semester zuginglichen Einstieg (mit Beispielen aus
der Physik) bietet das Buch von Harro Heuser
[Heu09]. Von besonderem Interesse sind hier die
Kapitel 15 und 16.

Es wird im Folgenden vorausgesetzt, dass die Stu-
dierenden mit komplexen Zahlen, der Integration
in einer Dimension sowie elementaren Termumfor-
mungen vertraut sind.
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3 LINEARE DGL 1. ORDNUNG MIT INHOMOGENITAT

2 Lineare DGL 1. Ordnung ohne
Inhomogenitat

2.1 Trennung der Variablen

In diesem Abschnitt wollen wir uns zunéchst der
Losung von Differentialgleichungen der Form?®

&+ ap(t)r = 0.

Wir bedienen uns dabei der sogenannten Tren-
nung der Variablen. Diese basiert auf der Idee
T als %—f zu schreiben und dann alle Terme, wel-
che ein x enthalten auf eine Seite der Gleichung
zu bringen, und alle Terme welche ein ¢ oder dt
enthalten auf die andere. Anschlieftend wird inte-
griert. Also:
T+ ap(t)r =0
= % +ap(t)z =0
= dx = —ag(t)x dt

d
T ao(t)dt

ii
x
= /1dx:—/a0(t)dt+é
x

= lnm:—/ao(t)dt—i-é

=z =exp <—/a0(t)dt+é)
=z =Cexp (—/ag(t) dt>

Die allgemeine Losung ergibt sich also zu
x(t,C1) = Crexp <—/a0(t) dt) .

2.2 Beispiel

Als Beispiel wollen wir die Losung von

r—-z=0
t

5Folgende Schreibweisen werden hiufig synonym verwendet: ¢ = 2’ =«

p =g = = = d%z — dd, — (d
rT=T =2 *dﬂm*dt?*dtdtx*(dt

finden. Es ist also ag(t) = —1. Mit dem Ergebnis
des vorigen Abschnitts finden wir

2(t,01) = Oy exp <_ / ao(t) dt)

= Chexp </1dt>

= Crexp (Int)
= Ct.

Test: Wir setzen die erhaltene Losung in die DGI
ein und finden

d 1

&x(t, Cl) - ;:Z:(t, Cl) =0
d 1
Sot-cont=
g1t =0

Ch—Cy =0,

wie gewiinscht.

3 Lineare DGL 1. Ordnung mit
Inhomogenitat

3.1 Variation der Konstanten

(vgl. [Heu09, Satz 4.4|)

Wir betrachten den Fall
x4+ ag(t)r = f(t).

In solchen Féllen fiihrt die Variation der Konstan-
ten zur Losung. Sie funktioniert nach dem folgen-
den Prinzip:

e Lose die homogene DGL (Trennung der
Variablen), was zur allgemeinen Losung
xh(t, Cl) fihrt.

e Ersetze die Konstante C durch eine noch zu
bestimmende Funktion Kj(t) und setze den
resultierenden Losungsansatz in die inhomo-
gene DGL ein.

e Bestimme K (t) durch Separation der Varia-
blen.

(1) = d,.— dz
= 5= 57 und

)2 r, wobei man % hdufig als Differentialoperator versteht. Fiir hohere

d

Ableitungen schreibt man meist z® oder 2(® (¢) anstelle von (—)k z(t).

dt
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4 LINEARE DGL N-TER ORDNUNG MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN OHNE
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3.2 Beispiel

Wir wollen das Beispiel
T ——-x=0>51

betrachten.

e Die Losung
xh(t, 01) = Clt

der homogenen DGL wurde bereits im vori-
gen Abschnitt durch Trennung der Variablen
bestimmt.

e Ersetzen von Cj durch K (t) liefert

x(t) = Ky ()t und

7' (t) = Ki(t)t + K1(t).
Durch Einsetzen in die DGL finden wir
1
K{(t)t+ Ki(t) — ZKl(t)t = 5t
= K/ (t)t =5t
= Kj (t) =5t+C

Da wir nur eine Partikulédrlosung benétigen
und die Konstante C hier durch keine Bedin-
gungen festgelegt wird, konnen wir sie auf
Null setzen und erhalten damit die Partiku-
larlosung

z,(t) = 5%

Die allgemeine Losung der inhomogenen
DGL ergibt sich somit zu

z(t,C1) = zp(t,C1) + ap(t) = Cit + 5.
4 Lineare DGL n-ter Ordnung

mit konstanten Koeffizienten
ohne Inhomogenitit

4.1 Exponentialansatz

Wir betrachten also den Fall
2 +a, 12D 4.+ gz = 0. (4.1)

In diesem Fall fithrt immer der Ansatz

z(t) = M

zum Ziel. Die k-te Ableitung dieses Ansatzes ist
gegeben durch (¥ (t) = A¥eM und durch Einset-
zen in (4.1) finden wir

e)‘t(/\” + N g 4+ ao) =0.
Da e £ 0 fiir alle ¢t muss gelten
p(A) = A"+ X" ap g+ +ag =0,

wobei man p(\) als charakteristisches Polynom der
DGL bezeichnet. Nach dem Fundamentalsatz der
Algebra besitzt dieses Polynom genau n algebrai-
sche Nullstellen A\, € C mit k& € {1,...,n}, wel-
che es zu bestimmen gilt. Das Fundamentalsystem
(Basis des Losungsvektorraumes) ist dann gegeben
durch

[Nt Mt}
und die allgemeine Losung lautet somit
z(t,C1,...,Cp) = CreMt + - + Cpet.

Im Falle von Entartung, also der Gleichheit mehre-
rer Nullstellen, ergibt das beschriebene Verfahren
jedoch weniger als n Losungsfunktionen und das
Fundamentalsystem muss daher erweitert werden.
Ist A\ m-fach entartet, dann muss das Fundamen-
talsystem um

{teA’ct, e ,tm_le)‘kt}.

erginzt werden. Analog wird das Fundamentalsys-
tem fiir alle tibrigen entarteten Eigenwerte erwei-
tert, sodass es am Ende aus n linear unabhéngigen
Funktionen besteht.

(vgl. hierzu [Heu09, Satz 15.3|)

4.2 Beispiel

(vgl. [Heu09, Bsp 16.10])

Betrachte
T +4x =0.
Das Charakteristische Polynom dieser DGL lautet
p(A) =X +41=0

und hat offenbar die Losungen A\ = 0 und Ay =
—4. Das Fundamentalsystem ist daher gegeben
durch

{z1(t) =1, 29(t) = e~}
und die allgemeine Losung lasst sich schreiben als

SU(t, Cq, Cg) =C+ 026_4t.
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4 LINEARE DGL N-TER ORDNUNG MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN OHNE
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4.3 Beispiel: gedampfter harmonischer
Oszillator

Die zugehorige DGL ist gegeben durch
:'L‘—I—Z’yi:%—u)%m‘ =0, ~v,wp>0
Durch den Exponentialansatz finden wir
A+ 29A +wi =0,
was schliefslich

Ayjg=—7 % \/WZ—W(%

liefert (p-q-Formel oder quadratische Ergédnzung).
Wir unterscheiden nun 3 Falle:

Fall 1: v < wyg
(schwache Dampfung, periodischer Fall)
Mit der Definition w := \/w3 — +2 finden wir dann

)\1/2 = -7 + w.
Das Fundamentalsystem ist daher gegeben durch
{e(—’y-l-iw)t7 e(—'y—iw)t}

und die allgemeine Losung ergibt sich als Linear-
kombination beider Losungen zu

l’(t, Cq, 02) =e M (Cleiwt + Cge_iwt).

Fall 2: v > wyq
(starke Dampfung, aperiodischer Fall, Kriechfall)

Mit der Definition w = \/m finden wir dann
Al =—7tw.
Das Fundamentalsystem ist daher gegeben durch
{e(—7+w)t7 e(—v—w)t}

und die allgemeine Losung ergibt sich als Linear-
kombination beider Losungen zu

LL’(t, Cq, CQ) =e (Clewt + Cngwt).
Fall 3: v = wyq

(aperiodischer Grenzfall)
Wir finden diesmal nur eine Losung

)\1/2 =A=—y

da der Eigenwert A\ 2-fach entartet ist (man sagt
auch: er hat die algebraische Vielfachheit 2). Das
Fundamentalsystem muss daher erweitert werden
um teM und wir erhalten das Fundamentalsystem

{e*”’t, te*”’t}.

Die allgemeine Losung ergibt sich als Linearkom-
bination beider Losungen zu

$(t, Ch, 02) = (01 + Cgt).

Anfangsbedingungen:

Wir wollen nun Anfangsbedingungen (Randbedin-
gungen) verwenden um eindeutige Losungen zu er-
halten, welche dann verglichen werden kénnen. Als
Anfangsbedingung fiir alle drei Falle wihlen wir

Es ergeben sich folgende eindeutige Losungen:

Fall 1: v < wyg

e—*yt 2

x(t) = ——=—=sin [ woty /1 — 72>
wo

772

1 “o

2

e " cos (wgt 1-— 7—2
Wo

Fall 2: v > wo

Fall 3: v = wyq

x(t) = e V(1 +t)
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5 LINEARE DGL N-TER ORDNUNG MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN MIT
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0 2 4
wot

Abbildung 1: Vergleich der drei Losungen. Darge-
stellt sind schwache Dampfung (durchgezogen, v/wo =
0.1), starke Dampfung (lange Striche, v/wo = 7) und
aperiodischer Grenzfall (kurze Striche, v/wo = 1).

5 Lineare DGL n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten
mit Inhomogenitat

5.1 Variation der Konstanten

Vgl. [Heu09, S. 181].

Das Auffinden einer Loésung der homogenen DGL
wurde bereits im vorigen Abschnitt besprochen
und wir wollen annehmen, dass das zugehorige
Fundamentalsystem durch

{aa(t),. . an(t)}
gegeben ist. Die allgemeine Losung der homogenen
DGL lésst sich also darstellen als

Ziel soll es also nun sein eine Partikuldrlosung der
inhomogenen DGL

™ 4 a, 2™ 4 pagz = f(1)

zu finden. Wir bedienen uns dazu wieder des An-
satzes der Variation der Konstanten, wir ersetzen
also die Konstanten (1, ..., ), durch Funktionen
Ki(t),...,Ky(t). i

Zusammen mit einigen vereinfachenden Uberle-
gungen, auf welche wir hier aus Platzgriinden nicht
eingehen wollen, welche sich aber ausfiihrlich in
[Heu09, Kap. 16| finden, erhalten wir das Glei-

chungssystem
Kz + o+ Ky, =0
legl) NI Kng,;gll) =0
K™ 4 Ka? = 0
Kyl 4ot Kz = (1)

welches es zu 16sen gilt.

5.2 Beispiel
(vgl. [Heu09, Bsp. 16.14])

Wir betrachten die Differentialgleichung
& + 4% = cos 2t, u(0) = 0,£(0) = 1.

Das Losungssystem der homogenen DGL hatten
wir bereits in Beispiel 4.2 gefunden, es lautet

{z1(t) =1, 22(t) = e_4t}.

Ersetzen wir nun die Konstanten C7 und Cy durch
Funktionen K;(t) undK»(t), und verwenden das
oben beschriebene Gleichungssystem, so finden wir

Klml + Kgﬂ:g =0
Klabl + KQ.%"Q = cos 2t
oder mit den gefundenen Fundamentallésungen
KH— Kga:g =0
— 4K26_4t = cos 2t.

Auflésen der zweiten Gleichung nach K5 liefert so-
fort

. 1
Ky = —Ze4t cos 2t.

Setzen wir nun Ky in die erste Gleichung ein, so
finden wir

. 1
K, = 1 cos 2t.
Integration von K liefert

Ki(t) = i/coth = %%sin%
wobei wir die Integrationskonstante einfach gleich
Null gesetzt haben. (Wir sind ja nur an einer spe-
ziellen Losung der inhomogenen DGL interessiert. )
Die Integration von Ks fillt etwas aufwendiger
aus. Wir setzen

I(t) = /e4t cos 2t dt
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und finden zusammen mit cos 2t = %(62“ + 6_2“)

I(t) ;/e(4+2i)t dt+;/6(42i)t dt

_ Ll g DL oy
24+ 2 24 -2

— lﬂe(@r?i)t 1d+2 (420t
2 20 2 20 ’

wobei wir im letzten Schritt den ersten Term mit
4 — 27 und den zweiten Term mit 4 + 27 erweitert
haben. Umformen liefert

1 1, ., . 1 . .
I(t) — %464t§(621t + 672215) o %€4t (,L'e2zt o 2'672”)
1 1, ., . 2 1 . .
) 4t =~ (24t —2it LAt - (2t =24t
ppt¢ g e gy (T e
4cos2t +2sin2t 4
= e
20
und damit

14cos2t+2sin2t 4
—— er.
4 20

Ko (1)

Die partikulédre Losung ergibt sich dann schlieflich
zu

zp(t) = Ki1(t)z1(t) + Ka(t)za(t)

Loin2t - L cos2t — = sinot
= —sin2t — — — —sin
8" 20 “°% T o ®
1 1
= —— cos 2t + — sin 2t.
20 10

Die allgemeine Lésung der inhomogenen DGL lau-
tet also

z(t,C1,Ca) = zp(t) + xp(t, C1, Ca)

20 10

Aus den Randbedingungen folgt dann zuletzt die
eindeutige Losung
—4t

L oos2t + L sin2t + ©
—— CoS —s - —
20 1074 Ty

x(t)

1
—€
5
5.3 Greensfunktion

Ein weiteres sehr elegantes Verfahren zur Bestim-
mung einer Partikuldrlosung einer linearen inho-
mogenen DGL ist der Weg iiber die Greensfunkti-
on.

Dazu geht man wie folgt vor

1 ,t>0

SMit O(t) =
0 ,t<0

1 1
—— cos2t + — sin 2t + Cy + Che ™.

e Bestimme die Losung zg(t) der homogenen
DGL mit den Anfangsbedingungen

zq(0) =0, tq(0) = 1.

e Die Greensfunktion ist nun gegeben durch®
Git—t)=zgt—t)O(t—1t)

e Eine Partikularlosung der inhomogenen
DGL ist nun gegeben durch die Faltung der
Greensfunktion G mit der Inhomogenitat f,
also

zp(t) = /_oo Gt —t)f(t)at.

Dieses Verfahren findet unter Anderem in der klas-
sischen Mechanik (siehe Beispiele), der Elektro-
dynamik und der Quantenfeldtheorie (Feynman-
Propagator) Anwendung.

5.4 Beispiel: Gedampfter harmonischer
Oszillator mit konstanter Inhomo-
genitat

Wir betrachten wie zuvor den geddmpften harmo-

nischen Oszillator, diesmal jedoch mit konstanter
Inhomogenitat:

x+2’yx+w(2)x:f0 ,’7,&)0>0,f0€R

Der Ubersichtlichkeit halber wollen wir uns auf
den Fall schwacher Dampfung, also v < wp be-
schranken. Die allgemeine Losung der homogenen
DGL wurde vorher bereits mit dem Exponential-
ansatz bestimmt und lautet

xp(t,C1,C) = et (Cleiwt + Cze_iwt).

Mit den Randbedingungen z(0) = 0 und #(0) = 1
finden wir
OZZ'G(O):Cl—i-CQ = (Cy=-Cy
1=10¢g(0) = (= + iw)Cy + (—y — iw)Co
= (—’7 + iw)Cl — (—’7 - iw)01
11
= C1 = —— = —CQ

= 2wy 5 =
w 21

und damit die spezielle homogene Losung

11, -
xg(t) — 522 (ezwt _ e—zwt)
1
= —e " sin(wt).
e sin(wt)

bezeichnen wir die Heaviside-Funktion.
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Die Greensfunktion ist nun gegeben durch

Git—t)=azqt—-t)O@E-1)
= %e—ﬂt—t') sin (w(t —t))O(t — t)

und die Partikularlsung ergibt sich zu
p(t)
[e.9]
= / Gt —t)f(t')dt
1

o0

= [ Lt s e - et - g
_ fo
= Do)

Das Integral I(t) lasst sich z.B. durch zweifache
partielle Integration losen. Einfacher geht es je-
doch indem wir die Relation

1

sin(z) = 5 (

e e—zz)
nutzen:

I(t) = e 7 sin (w(t —t))O(t —t') dt’

/
_ / T e sin(wt)O () dr
I

72_+_w(2)_,-)/2

Wir erhalten also die (zeitunabhéngige!) Partiku-
larlésung

fo Jo

eplt) = 2010y = 1.

w wg

Die allgemeine Losung ergibt sich nun als Super-
position der allgemeinen homogenen und der ge-
fundenen speziellen Losung zu

2(t,C1, Cy) = e (Cre™" + Che™™") + f;g

“o

wobei die Konstanten Cy und C5 wie iiblich durch
beliebige Randbedingungen z(0) = x¢ und z(0) =
To bestimmt werden konnen.

5.5 Losung raten

Das Auffinden einer Partikuldrlosung mit Hilfe
der Greensfunktion stellt zwar ein zuverldssiges
Verfahren dar, ist jedoch auch mit einem gewis-
sen Aufwand verbunden. In manchen Fillen findet
man daher durch geschicktes Raten schneller zur
Losung.

5.6 Beispiel: Gedampfter harmonischer
Oszillator mit konstanter Inhomo-
genitat

Betrachten wir noch einmal den Fall

i+ 2vi +wiz = fo, v,wo >0, fo €R.

Wie man leicht sieht fallen die beiden Terme & und
2y weg, wenn man x(t) = C' = const. wahlt. Wir
erhalten daher

wiC=fo = C:% = l‘p(t):%7
0 0

also offenbar die selbe Losung wie zuvor.

5.7 Beispiel: Gedampfter harmonischer
Oszillator mit harmonische Inho-
mogenitit

Als weiteres Beispiel wollen wir den Fall der har-
monischen Inhomogenitét

f(t) = focos(Qt) , fo,Q€R

betrachten, also

&+ 2y + wiz = focos(Qt) , y,wo >0,

fo, Q2 e R.

Um den Umgang mit dem Problem ein wenig zu
vereinfachen, komplexifizieren wir die DGL, wo-
mit folgendes gemeint ist. Obwohl wir eigentlich
eine reelle Losung « : J — R suchen, erlauben
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wir komplexe Inhomogenitiaten f(¢) und Losun-
gen z(t). Am Ende kénnen wir dann den Realteil
beider Funktionen betrachten. Unsere DGL erhélt
dadurch die Form

T+ 2v@ —i—wga: = foemt , Y, wo > 0,
fo,Q eR.

Selbstverstdndlich lasst sich auch diese DGL ohne
Anschauung formal mit Hilfe der Greensfunktion
l6sen. Das Faltungsintegral ist zwar wie beim vori-
gen Beispiel wieder analytisch 16sbar, wird jedoch
noch einmal komplizierter ausfallen. Es bietet sich
daher an durch geschicktes Raten eine Partikular-
16sung zu finden. Es liegt der Verdacht nahe, dass
das System mit der Frequenz der treibenden In-
homogenitét schwingt, wobei wir zusétzlich einen
Phasenversatz auftritt erlauben wollen. Unser An-
satz lautet daher 7

zp(t) = At A o€ R,
wobei der Phasenversatz durch ¢ kodiert ist.
Einsetzen in die inhomogene DGL und Division
durch ** liefert

A( = Q2+ 2i9Q + wi) = foe'?
= focos(p) +ifosin(p).

Betrachten wir Real- und Imaginérteil dieser Glei-
chung separat, so erhalten wir

A(wh — 02) = focos(y)
29QA = fosin(p).

Division der ersten durch die zweite Gleichung lie-

fert
2782 2782
tan(p) = 7003 SoY) = = arctan <wg — QQ>
und mit sin arctanx = \/ﬁ finden wir
0 . " 2’)/(2
= ——sin acrtan
2782 wi — 02
. f(] 2’)/Q 1
T 270 W2 — 02 1202
. L+ Gy
Jo

Vwg - @) + 4207

Es ist nun interessant die Schwingungsamplitude
A(Q) und die Phase ¢(€2) zu betrachten, siehe
Abb. 2. Es fallt auf, dass eine maximale Ampli-
tude gerade mit einem Phasenversatz um 7/2 ein-
hergeht.

Abbildung 2: Normierte Amplitude A(Q2)/ fo (durch-
gezogen, linke Achse) und Phasenversatz ¢(Q) (gestri-
chelt, rechte Achse), aufgetragen {iber der normier-
ten Frequenz Q/wo der treibenden Inhomogenitét mit
v/wo = 0.1 und fo = 1.

6 Lineare DGL n-ter Ordnung
mit variablen Koeffizienten oh-
ne Inhomogenitat

Wir wollen nun kurz den allgemeineren Fall

2™ 4+ a, 1 ()" + o ag)z =0  (6.1)
betrachten, bei dem die Koeffizienten ebenfalls von
t abhangen. Es sei bemerkt, dass hierfiir kein uni-
verselles Vorgehen zum Auffinden der allgemeinen
Losung existiert. Man hat jedoch den

6.1 Reduktionssatz von d’Alembert

Dieser ermoglicht es die Ordnung der DGL um 1
zu reduzieren, sofern bereits eine Losung z (f) mit
x1(t) # 0 Vt € J existiert. Die Idee dabei ist, den
Ansatz zo(t) = 1 (t)u(t) zu wihlen.

Der Satz soll hier zwar aus Platzgriinden nicht
angegeben werden. Er findet sich z.B. in [Heu09,
Kap. 23| oder [Giin08, S. 104].

Das Auffinden einer ersten Losung x;(t) kann in
einigen Féllen z.B. durch die Ansétze

"Dass dieser Ansatz funktioniert wird formal z.B. durch den starken Satz [Heu09, Satz 16.5] gesichert. Dieser besagt
folgendes. Sei die Inhomogenitit der Form f(t) = (bo + b1t + - - - + by t™)e®* mit o, by, € C und b,, # 0. Dann fiihrt fiir
p(a) # 0 immer der Ansatz x(t) = (Ao + A1t + -+ + Apt™)e™ zur Lésung. Falls « eine v-fach entartete Nullstelle ist,
so fiihrt der Ansatz x(t) = t”(Ao + A1t + -+ + Apt™)e* zur Lésung.
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(t)

o x(t)=at+b
(t)
(t)

erfolgen.

6.2 Potenzreihenansatz

Sind die Koeffizientenfunktionen ag(t), ... an—1(t)
nicht nur stetig, sondern auch lokal als Potenzreihe
um to entwickelbar, so fithrt der Ansatz

z(t) = Z bi.(t — to)"
k=0

mit anschlieffendem Koeffizientenvergleich zur Lo-
sung. Ndheres dazu findet sich z.B. in [Heu09, Kap.
26.

7 Lineare DGL n-ter Ordnung
mit variablen Koeffizienten mit
Inhomogenitat

7.1 Variation der Konstanten

Fiir variable Koeffizienten funktioniert das Kon-
zept der Variation der Konstanten analog zum Fall
aus 5.1.

(vgl. [Heu09, Kap. 24 und S. 181])

8 Wronski-Determinante

Als Ergénzung wollen wir noch kurz auf die
Wronski-Determinante eingehen.

Will man untersuchen, ob ein System von Funk-
tionen tatsachlich linear unabhéngig ist, so kann
man sich der Wronski-Determinante

@) - @)

T

20 o 2P
W (z1(2), ..., za(t)) = 1:() :()

ORI ()

bedienen, wobei wir annehmen wollen, dass die
xr(t) hinreichend oft differenzierbar sind. Gilt
W(z1(to), ..., xn(to)) # 0 fir irgendein ¢y € J
aus dem Definitionsbereich J, so gilt dies fiir al-
le t € J und die Funktionen x;(t),...,z,(t) sind
linear unabhéngig (auf J).
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